CHAPITRE 2
Intégration

L’intégration est liée au probleme du calcul d'une surface délimité par la courbe d’une fonction f
définie sur un segment [a, b] etles droitesx =a, x =b ety = 0.

Ces surfaces se calculent en utilisant les primitives.

Déf.1. On appelle primitive d'une fonction f définie sur le segment [a, b], toute fonction F définie et
dérivable sur [a, b] telle que

F'(x) =f(x) Vx € [a,b].

On écrit aussi

F(x) = f F()dx

appelée une intégrale indéfinie de f.

La quantité f: f(x)dx définie par

b
| reodx=rott = F ) - F@
a
est appelée une intégrale définie de f. Elle donne la surface délimitée par la courbe de f définie sur
un segment [a, b] etles droitesx =a, x =b ety = 0.

Remarque. Comme la dérivée des fonctions constantes est la fonction nulle, alors les constantes sont
les primitives de la fonction nulle. Ceci nous rameéne a dire que pour une fonction f de primitive F, la

fonction F + ¢ (ou c est une constante) est aussi une primitive de f et toutes les primitives de f sont

de la forme F + c.

Exemple.3. La fonction 2x admet x? comme primitive et toutes ces primitives sont de la forme x? +
c, ou c est une constante.

Exemple.4. En utilisant les primitives on a:
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Propriétés de I'intégrale
Soient f, g des fonctions intégrables sur [a, b] et ¢ € [a, b]. Alorson a:

1) [T f(dt = [Cf(®)dt + [ f()dt  (Relation de Chasles)



2) [ f@®dt =0
3) [ f(Odt = — [ f(B)dt
4 [IIf©) + g(®lde = [ f(O)de + [ g(e)dt

5) [ [kf(O)]de = k [ f(t)dt (k € R)

Dans ce qui suit on présente quelques techniques de calcul de primitives.

Intégration par partie.

Proposition. Pour deux fonctions u et v dérivables sur le segment [a, b],ona:
1) [u' ()v(x)dx = u(x)v(x) — [ u(x)v'(x)dx
b ! b !
2) [P0 w0 dx = v - [ uG)v' (xdx
Ce résultat est une conséquence directe de la dérivée du produit de deux fonctions,

[u(x)v(x)] = u'(x)vx) + ulx)v'(x).

Exemple. 5. Calculer [1r(x) dx.

Onprend u'(x) = 1letv(x) =11x). Doncu(x) = x etv'(x) = % Ceci nous conduit a écrire

jlr(x)dx=x1r(x)—fx%dx=xlr(x)—fdx
=xldx)—x+C (CE€ER)

Changement de variable

Cette méthode consiste a poser x = g(t) (une fonction de t) dans I'intégrale [ f(x) dx et remplacer dx
par g'(t)dt, c-ad,

f F() dx = j F(g(8) g'(Ddt

Apres calcul de I'intégrale a droite, le résultat est une fonction de t. Pour revenir a la variable x, on
utilise la relation x = g(¢).

Remarque

Il y a un certain nombre de changements de variables classiques qu'’il faut bien connaitre, mais en
dehors de ces cas, il est fréquent de tomber sur des cas particuliers ou I'on doit, soi-méme, déterminer
le bon changement de variable a effectuer.

Exemple. 6. Calculer



par le changement de variable x = t2.

. e 1
On commence par trouver l'intégrale indéfinie [ Py dx.

On a dx = 2tdt. Donc,

1 1 1
fx_}_\/zdx— - tzzrdt_2ft+—1dt_21r(t+1)+c_211(\/E+1)+c.

Maintenant, on calcul I'intégrale définie donné au début,

4 1 4 3

de = [21{Va+ D) = 21 {VE + 1) — 21 (VI + 1 =21n(—).

| e = R1(E + )]} = 21(VE+ 1) - 21(VT+ 1) = 210
Quelques changements de variables classiques

Si l'intégrale est de la forme

1) [f(x,vx)dx  onposex = t? etdx = 2tdt.

2) [ f(e¥)dx onposet = e¥ etdx = %

3) [ f(sin(x),cos(x))dx onpose t=tg (g) etdx = —dt.
On aaussi:
()_1—t2 n(x) = 2t ta() = 2t
cos(x) = 7. sin0) =73, W) =70

Exemple. 7. Calculerf—dx

On pose x = t? etdx = 2tdt. Donc

et
J—dx—j?tht=Zfetdt=2et+C=2e‘/§+C.

dt
Onposet =e* etdx = — Ppour trouver que

e* t
| 5= | 05T jt_l_—zdt It +2) +C =11(e* +2) +C.

Exemple. 9. Calculer |- (x)+1

Avec le changement t = tg (g) on obtient



j L —f ! - dt—fldt—t+C—t (5)+c
cos(x) +1 *Tl1oe 1+ B B BRCAY) '
1+1:2+

Intégrale d’'une fraction rationnelle

Définition. Une fraction rationnelle (FR) est le rapport % entre deux polyndmes p(x) et q(x) (% 0).

Définition. (Les fractions simples (FS))
Pourn € N*eta,b,c,a,f €R

1) la fraction

a
(ax + b)n

est appelée fraction simple de premiere espece (FS1).

2) la fraction

ax + f

2
(@xZ 1 bx + )" aveca # 0etb* —4ac <0

est appelée fraction simple de deuxiéme espéce (FS2).

Théoreme.1. Toute (FR) Q(x) = % ou degré(p) < degré(q) se décompose en somme de fractions

simples.

Remarque. Si degré(p) = degré(q) alors on fait la division euclidienne de p(x) par q(x) pour
trouver que :

p) S TG ()
R R

ou S(x) et r(x) sont deux polyndmes avec

r(x)
a(x)’

degré(r) < degré(q). Ensuite, on applique le Théoréme.1. a

Ainsi une (FR) se décompose en somme d'un polynéme et des (FS1) et (FS2). Donc pour calculer
I'intégrale (FR) il suffit de connaitre les primitives des(FS1) et (FS2).

Intégrales des (FS)
Intégrale d’'une (FS1)

a
Elr(ax+b) si n=1

a
J @1 !
a(-n+1) (ax + b)n1

sin+1



Intégrale d’'une (FS2)

Pour calculer

f&dx (oua # 0 et A= b%? — 4ac < 0)

(ax2+bx+c)n
V=4 b V=4
onposex =—t—— et dx=—dt
2a 2a 2a

Exemple. 10. Calculer

1
fx3—1dx'

Ona:

1 1 a px+vy

= o +
-1 (x—-1Dx?*+x+1) x—1 x?+x+1

Quidonne1 = a(x? +x + 1) + (x — 1)(Bx + y). Dot
Six=1:a=§

Six=0:y=—§
$x=—1n=a+oax—ﬁ+yy:ﬁ=—§

Alors

j 1 d—fad+f'8x+yd
x3 -1 = x—1x x2+x+1x

ﬁ est une (FS1), donc:

f L
x—17%73

fxﬁ est une (FS2) ot A= b? — 4ac = -3 < 0,
x“+x+1

_A b .
donc en posant x = %t——= ﬁt—% et dx =§dt on obtient :

2a 2
—_1(ﬁt_1>+—_2

x2+x+1dx:f
2

2 2 2

V3

—dt

(@J)Z(ﬁt_z)ﬂ 2



j(\/—t+3) _lf t x/§J 1

dt — —
t2+1 3)t2+1 3 )Jt2+1

1 V3
= —gl t?>+1) —?arctg(t) +C.

Quelques primitives usuelles

1 a+1l : _
1)fx“dx—{a+1x sia#—1
1 x| sia=-1

- a+1 ; _
2) [u u“dx—{aﬂu sia#—1
1 Ju| sia=-1

4) fu;il dx = arctg(u)
1 .

5) fﬁdx = arcsin(x)
6) f%dx = arcsin(u)
Définition

+0o . t
1) [, fl)dx = Lim J f(dx
2) f_aoof(x)dx = Lim ftaf(x)dx

3)Sil irgf(x) = 100 ou f(b) estune (F.I), alors pour a < b on pose
X—

b b—¢&
L f(x)dx = sl_jggrlja f(x)dx

etpourb <a

faf(x)dx = llm ’ f(x)dx
b

b+e

4) Sipourunc € [a,b]onal inf(x) = o ou f(c) est une (F.I), alors on a
X—C

fbf(x)dx = fcf(x)dx + fbf(x)dx

c—¢& b
= gl_)igg(L f(x)dx + .Lrgf(x)dx)

dt



Exemple.11.

1) f0+ 2+1 dx = llmf dx = llm[arctg(x)]0

2+1

T
= limarctg(t) = 7

t—>+00

2) f__;idx = lim ft_lidx = Lim[l rx|];?

=tli_m—ldt| =—
3)
01 —£1
- -_ = i —€ = 1 = —
f_ xdx El_}gn . dx El_}lgr+1[l ix|]1Z5 tl_)l(gll el

d =1 1d = lim][l I1=1i 1 =

x=lim | Sdx= Limlxllt = Lim—1 el =
4)

f21d—f11d+f21d
o -2 T ) =m0 T 2™
1-¢ 1 2 1
= lim j ——dx + ——dx
5—>0+( 0 (x—1)2 1+e (x —1)? >
_1 1—-¢ _1 2
- 81—>1(¥£1(|:x - 1 0 + [x - 1 1+£>
1 1
- lim<[——1]+[—1+—]>
e-0t \Le &

2
= lim(—— 2) = +o0.
-0t \¢g




